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Аннотация. В гильбертовом пространстве абстрактное линейное параболиче-
ское уравнение с нелокальным весовым интегральным условием на решение
решается приближенно проекционно-разностным методом с использованием по
времени неявного метода Эйлера. Аппроксимация задачи по пространственным
переменным ориентирована на метод конечных элементов. Установлены оценки
погрешностей приближенных решений, сходимость приближенных решений к
точному решению и порядки скорости сходимости.
Ключевые слова: гильбертово пространство; параболическое уравнение; нело-
кальное весовое интегральное условие; проекционно-разностный метод; неявный
метод Эйлера

Введение

Рассматривается абстрактное параболическое уравнение с весовым интегральным
условием на решение на интервале времени от 0 до T. Ранее эта задача в услови-
ях слабой разрешимости решалась приближенно полудискретным методом Галеркина,
сводящим параболическую задачу к системе обыкновенных дифференциальных урав-
нений [1]. В настоящей работе данная задача, также в условиях слабой разрешимости,
решается приближенно проекционно-разностным методом, который является методом
полной дискретизации. При этом для временной аппроксимации используется неявная
схема Эйлера. В этом случае процесс нахождения приближенных решений задачи сво-
дится к нахождению решений конечных линейных систем алгебраических уравнений.
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1. Описание точной и приближенной задач

Пусть задана тройка сепарабельных гильбертовых пространств V ⊂ H ⊂ V ′, где
пространство V ′ – двойственное к V, а пространство H отождествляется со своим
двойственным H ′. Оба вложения плотные и непрерывные. На u, v ∈ V определена
полуторалинейная форма a(u, v). Пусть для всех u, v ∈ V выполнены оценки

|a(u, v)| 6M∥u∥V ∥v∥V , Re a(u, u) > α∥u∥2V , (1)

где α > 0, M > 0. Очевидно, что форма a(u, v) порождает линейный ограниченный
оператор A : V → V ′ такой, что для u, v ∈ V выполняется a(u, v) = (Au, v). Отсюда
следует оценка ∥A∥V→V ′ 6 M. Здесь под выражением типа (z, v) понимается значе-
ние функционала z ∈ V ′ на элементе v ∈ V. Для z ∈ H выражение (z, v), в силу
отождествления H ≡ H ′, совпадает со скалярным произведением в H [2].

В пространстве V ′ на [0, T ] рассматривается параболическая задача

u′(t) + Au(t) = f(t),

T∫
0

p(t)u(t) dt = u. (2)

В (2) заданы функция t → f(t) ∈ V ′, элемент u и функция t → p(t) ∈ R1. Производ-
ные функций здесь и далее понимаются в обобщенном смысле.

В [3] доказана теорема о существовании слабого решения задачи (2).

Теорема 1. Пусть в задаче (2) выполнены условия (1). Пусть также функция
f(t) ∈ L1(0, T ;H)

∩
L2(0, T ;V

′), а функция p(t) является абсолютно непрерывной,
невозрастающей и принимает положительные значения на [0, T ]. Предположим, что
u ∈ D(A) = {v ∈ V |Av ∈ H}. Тогда задача (2) имеет единственное решение u(t),

такое что u ∈ L2(0, T ;V )
∩
C([0, T ], H), u′ ∈ L2(0, T ;V

′).

Пусть Vh – конечномерное подпространство пространства V. Здесь параметр h > 0.

Отметим, что на Vh можно рассматривать нормы пространств V, H, V ′. Определим
пространство V ′

h, задав на uh ∈ Vh двойственную норму ∥uh∥V ′
h
= sup |(uh, vh)|, где точ-

ная верхняя граница берется по всем vh ∈ Vh, таким что ∥vh∥V = 1. Обозначим через
Ph ортогональный проектор в пространстве H на Vh ⊂ H. Ph допускает продолжение
по непрерывности до оператора P h : V ′ → V ′

h.

По теореме Лакса–Мильграмма [4], для любого элемента u ∈ V существует един-
ственный элемент uh ∈ Vh такой, что для любых vh ∈ Vh выполняется равенство
a(uh, vh) = a(u, vh). Таким образом, определен оператор Rh : V → Vh, называемый
проектором Ритца, такой, что Rhu = uh и для всех u ∈ V и vh ∈ Vh выполнено
a(Rhu, vh) = a(u, vh).

В пространстве Vh рассмотрим приближенную задачу:

(uhk − uhk−1)τ
−1 + P hAu

h
k = fh

k (k = 1, N),
N∑
k=1

pku
h
kτ = uh. (3)
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В (3) N – натуральное число, τ = T/N ; pk = p(tk), где tk – точки разбиения отрезка

0 = t0 < t1 < ... < tN = T, такого что tk − tk−1 = τ ; fh
k = τ−1

tk∫
tk−1

P hf(t) dt (k = 1, N) ;

uh = Rhu.

Лемма 1. В условиях теоремы 1 задача (3) имеет единственное решение.

2. Оценка погрешности и сходимость приближенных решений

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Пусть u(t) – слабое решение
задачи (2), а uhk (k = 0, N) - решение задачи (3). Обозначим через zkk = uhk − P hu(tk).

Тогда справедлива оценка

max
16k6N

∥zhk∥2H +
N∑
k=1

(
∥zhk − zhk−1∥2H + ∥zhk∥2V τ + ∥(zhk − zhk−1)τ

−1∥2V ′
h
τ
)
6

C

{
N∑
k=1

∥ψh
k∥2V ′

h
τ +

N∑
k=1

( tk∫
tk−1

|p′(s)| ds

)2

·
N∑
k=1

( tk∫
tk−1

∥P hAu(t)∥H dt

)2}
, (4)

где ψh
k = τ−1

tk∫
tk−1

P hA[u(t)− P hu(tk)] dt (k = 1, N).

Для получения сходимости приближенных решений к точному решению предполо-
жим, что в пространстве V задана последовательность {Vh} конечномерных подпро-
странств, предельно плотная в V, то есть ∥(I − Qh)v∥V → 0 при h → 0 для любого
v ∈ V. Здесь Qh – ортопроектор в пространстве V на Vh. Заметим, что такая после-
довательность {Vh} также предельно плотна в пространствах H и V ′.

Предположим теперь, что подпространства Vh ⊂ V такие, что выполняются ап-
проксимационные свойства, типичные для метода конечных элементов [4], [5],

∥(I −Qh)v∥H 6 r1h∥v∥V , (5)

∥vh∥V 6 r2h
−1∥vh∥H , (6)

где константы r1 и r2 не зависят от v ∈ V, vh ∈ V и h. Условие (6) в приложениях
означает равномерное разбиение области пространственных переменных на конечные
элементы. В простейшем одномерном случае такими подпространствами являются, на-
пример, подпространства кусочно-линейных на равномерной сетке функций [5]. Из (5)
и (6) следует (см. [6]) равномерная по h оценка

∥Ph∥V→V 6 1 + r1r2.
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Следствие 1. Пусть выполнены условия теоремы 2. Пусть {Vh} – предельно
плотная в V последовательность конечномерных подпространств, для которой вы-
полняются условия (5), (6). Пусть τh−2 → 0 при h→ 0. Тогда при h→ 0

max
16k6N

∥u(tk)− uhk∥2H +
N∑
k=1

tk∫
tk−1

∥u(t)− uhk∥2V dt+

N∑
k=1

∥∥∥∥∥1τ
tk∫

tk−1

u′(t) dt−
uhk − uhk−1

τ

∥∥∥∥∥
2

V ′

τ → 0. (7)

Следствие 2. Пусть выполнены условия следствия 1. Пусть решение u(t) задачи
(2) обладает дополнительной гладкостью u′ ∈ L2(0, T ;V ), а Au ∈ L2(0, T ;H). Пусть
также p′ ∈ L2(0, T ). Тогда при h→ 0 и τ → 0

max
16k6N

∥u(tk)− uhk∥2H +
N∑
k=1

∥u(tk)− uhk∥2V τ+

N∑
k=1

∥∥∥∥∥1τ
tk∫

tk−1

u′(t) dt−
uhk − uhk−1

τ

∥∥∥∥∥
2

V ′

τ → 0. (8)

Пусть существует сепарабельное гильбертово пространство E такое, что E ⊂ V

и пространство V совпадает с интерполяционным пространством [E,H]1/2 [7]. Пусть,
вместо условия (5), пространства Vh ⊂ V, удовлетворяют условию

∥(I −Qh)v∥V ≤ rh∥v∥E (v ∈ E), (9)

которое, как и (5), типично для подпространств типа конечных элементов (см. [4]).

Следствие 3. Пусть выполнены условия следствия 2. Пусть также
u ∈ L2(0, T ;E) и выполнено условие (9). Тогда справедливы оценки

max
16k6N

∥u(tk)− uhk∥2H 6

C

{
h2
(
max
06t6T

∥u(t)∥2V +

T∫
0

∥u(t)∥2E dt
)
+ τ 2

( T∫
0

∥Au(t)∥2H dt+
T∫

0

∥u′(t)∥2V dt
)}

;

N∑
k=1

∥u(tk)− uhk∥2V τ 6

C

{
h2

T∫
0

∥u(t)∥2E dt+ τ 2
( T∫

0

∥Au(t)∥2H dt+
T∫

0

∥u′(t)∥2V dt
)}

;
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N∑
k=1

∥∥∥∥∥1τ
tk∫

tk−1

u′(t) dt−
uhk − uhk−1

τ

∥∥∥∥∥
2

V ′

τ 6

C

{
h2
( T∫

0

∥u(t)∥2E dt+
T∫

0

∥u′(t)∥2H dt
)
+ τ 2

( T∫
0

∥Au(t)∥2H dt+
T∫

0

∥u′(t)∥2V dt
)}

.
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Abstract. In the Hilbert space the abstract linear parabolic equation with nonlocal
weight integral condition for the solution is resolved approximately by projection-
difference method using time-implicit Euler’s method. Approximation of the problem
by spatial variables is oriented on the finite element method. Errors estimations of
approximate solutions, convergence of approximate solution to exact one and orders
of rate of convergence are established.
Keywords: Hilbert space; parabolic equation; nonlocal weighted integral condition;
projection-diffrence method; time-implicit Euler’s method
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